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EQUILIBRIO DE LA BICICLETA

Resulta muy dificil explicar el equilibrio de un ciclista (bicicleta,
moto, patinete, etc.) acudiendo a las fuerzas centrifugas de la DC; si el
movimiento es muy lento, pueden resolver el problema. Cuando la
velocidad es grande la trayectoria se puede mantener practicamente recta,
sin dificultad, con casi imperceptibles giros del manillar a derecha e
izquierda. En este caso el radio de curvatura p de la trayectoria se puede
considerar infinito y las precedentes fuerzas resultan nulas, con lo que el
equilibrio queda sin resolver.

El movimiento es sobre un plano horizontal con la fuerza de
gravedad normal al mismo. Todo referido al triedro de FRENET (s, n, b)
en reposo respecto al marco inercial de referencia OXYZ .

Al girar el manillar, muy levemente si la velocidad es grande, para
mantener el equilibrio, el sistema adquiere una energia de rotacion:

E.o = (12)I0) (1)

que es absoluta, pues la rotacidbn @ no varia al cambiar de marco inercial
de referencia. Supuesta la velocidad v constante en este minimo giro, la
energia cinética (1/2)mv’ debe perder o ganar la energia E,, (1)
transferida a la rotacion segiin que ésta aumente o disminuya,; pero por la
conservacion de la energia la unica posibilidad es que la masa m no sea
constante, es decir, aumente o disminuya en una cantidad dm , dando lugar
a la presencia del factor dm/dt = m , positivo o negativo.

En la ND la fuerza total, sobre la masa m en movimiento (ciclista +
bicicleta) viene dada por la expresion':
v’ v v’
F=mvs+imv-m—n-mv—n-{m—n (2)

o o o

Siendo constante la velocidad v, resulta nula la aceleracion tangencial
dv/dt =v =0, Ademas, al considerar infinito el radio de curvatura p, la
(2) sereduce a:

' Vid JUAN RIUS-CAMPS, Dinamica de Sistemas Mecanicos Irreversibles . Ed.
ORDIS. Barcelona. 2009.

5



Imv-im—n 3)

Al ser dm/dt positivo o negativo , el primer término de (2) es una fuerza,
que tiende a acelerar o frenar el movil, mientras que el segundo se traduce
en una fuerza, no nula, normal a la trayectoria, que actlia a derecha ¢
izquierda de la misma, impidiendo la caida del ciclista (ver ESQUEMA).

Y

c.d.m.

1

trayectoria =~ recta
<+> fuerzas de acelerado y frenado

fuerzas normales de equilibrio

ESQUEMA

NOTA

1.  Para facilitar la comprensién incluimos a continuacion el
estudio de la Aceleracion Normal Suplementaria ANS, punto de partida de
la ND.



ACELERACION NORMAL SUPLEMENTARIA

SENTIDO CINEMATICO DE LA VELOCIDAD
ANGULAR w*

1.  Partimos de la trayectoria real de un punto material m , y para
su estudio local utilizamos un referencial de inercia s, b, n, intrinseco.
cuyos sentidos positivos vienen dados por el de la velocidad para s, hacia
la convexidad para n, ypor b =s x n. Necesitamos considerar también

la evoluta de la misma referida a los mismos ejes (ver Fig. 1, en el caso
dv/dt> 0,y Fig.2, enel caso dv/dt < 0).

Para explicar el sentido cinematico de la velocidad angular w* =
dv/dp, vamos a estudiar un elemento de trayectoria ds que se
corresponde con el dp de la evoluta; ambos estan situados en el plano
osculador (ver Fig. 1 cuando dv/dt > 0 y Fig. 2 cuando dv/dt <0). Asi
pues, podemos considerar la trayectoria localmente plana y referida a una
base inercial intrinseca de versores s, n, b, formada por la tangente, la
normal y la binormal. El arco ds de trayectoria, estd determinado por los
puntos A, B, y el dp de la evoluta, por sus homodlogos 4, B.

La velocidad de la particulaen 4, es v, yen B, v+dv. Los radios
de curvatura en estos puntos son: p+dp y p . El dngulo girado por el
radio de curvatura al pasarde 4 a B es:

do = ds/p

y la correspondiente velocidad angular sera:

w = do/dt (con w = wb)

También se puede escribir: w = v/p, que no depende, obviamente,
de dv nide dp . Al calcular la aceleracion centripeta llegamos a su
expresion:



a, = (-v'/p)n (1)

en la que no se consideran los incrementos dv, dp, pues no le afectan.
Es el resultado de sustituir el ds de trayectoria por el correspondiente en
circulo osculador en el punto. Sin embargo si observamos con detalle la
trayectoria real, ésta viene caracterizada por tener una evoluta bien
determinada (ver Fig. 1 y Fig. 2). Al prescindir de dv, en el estudio de
la aceleracion centripeta, significa que partiendo del punto 4 llegamos al
B’, pero no al punto real B; y lo mismo cabe decir de sus homologos
centros de curvatura: el A esta situado en la evoluta, por ser el punto de
partida, pero el B’ esta situado fuera de la evoluta real (ver Fig. 1 y Fig.
2), cuyo punto es el B. Es evidente que la aceleracion centripeta esta
correctamente determinada, pero también resulta claro que el arco de
evoluta dp debe coincidir con el determinado por los puntos 4, B de las
figuras, y no por los 4, B’, como sucede al prescindir de dv y de dp.
Para corregir esta deficiencia serd necesario girar 4B’ un angulo:

do* = BB’/dp

para que coincida con dp de la evoluta real, con una velocidad angular
finita cuyo modulo viene dado por:

(BB /dp)/dt = (d’s/dp)/dt = dv/dp = dO¥dt = w*

Esta velocidad angular indica que la simplificacion de sustituir, en cada
punto, la trayectoria por el circulo osculador, lleva implicita la necesidad de
girar el arco de evoluta, con velocidad angular w*, para que coincida con
el arco real. Pero este arco AB’ de evoluta debe ser normal al homologo
AB’’ de la trayectoria, girado también dO* respecto al inicial AB (ver
Fig. 1 y Fig. 2). Sera preciso girar este arco AB’ de evoluta un dngulo
dO*, en el mismo sentido cuando dv/dt> () y en sentido opuesto cuando
dv/dt < 0, para que coincida con el real AB, y lo mismo en la trayectoria.
Consecuencia de esto es que el radio de curvatura p se incrementa en el
diferencial de segundo orden:

B’B’’ = dsdb6* (con dv/dt> 0)



B’B’’ =—dsdO* (con dv/dt < 0)

del que resulta una aceleracion normal adicional:

B’B”/df = dsd6*df = vw* (con dv/dt> 0)

)
*
Il

B’B”/df =—dsd0*df =-—vw*  (con dv/dt<0)

)
*
Il

.7 r _ 2 _ 4
superpuesta a la aceleracion centripeta a,=-v'/p = -vw (1). Asipues, la
aceleracion normal total sera:

a,t+a,* = -v(o —w¥ (con dv/dt > 0)
a,+a,* =-v(w + w¥ (con dv/dt<0)
)
respectivamente.

La aceleracion tangencial a; = dv/dt evidentemente no cambia. En
expresion vectorial podemos escribir:

as tan +a,*n = a+tvo*n = a-vxe* (con dv/dt > 0)

as tan ta,*n = a-vo*n = a+vxwe* (con dv/dt < 0)

2)

2. Ahora, desde el punto de vista dindmico, si deseamos calcular
correctamente la fuerza centripeta total, debemos considerar la aceleracion
normal total (2). La expresion de esta fuerza sera:

fo = —mv(w—w¥n = mv x (00— 0%) (con dv/dt > 0)

)

fo =—mv(w+ w¥)n = mv x (0 + ©0*) (con dv/dt < 0)
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De la (2) y (3) se sigue que la fuerza total en la ND es:

[ =mo(a—v x ¥ (con dv/dt> 0)

f =m,(a+vxw® (con dv/dt < 0)

que es isomorfica con la “Fuerza de LORENTZ” del electromagnetismo:

Jo = mo(E, + vxB,)

Sorprendente resultado; mas todavia si tenemos en cuenta que la expresion
de la “Fuerza de LORENTZ” es exclusivamente experimental. Ademas, en
el triedro de FRENET el médulo v de la velocidad es siempre positivo en
el sentido en que se mueve la particula. Sabemos que mientras el mdvil
describe la trayectoria el centro de curvatura describe la evoluta, en esta
ultima el signo de dp es también siempre positivo. Al invertir el sentido
de recorrido cambia el sentido los versores s y b en el triedro de
referencia; asi v =vs pero dv se cambia en —dv con (—dv/dp)b =-w*
El resultado de que ahora la aceleracion normal suplementaria:

a,* = B'B"/df = dsdv/dt = vo*
pasa a ser:

~a,* = B'B"/df = ds(-dv/dt) = —vo*
y en expresion vectorial:

—ap* = —y x ¥

inversa a la precedente al cambio de sentido del movimiento (ver
expresiones (2) y (3) y Figs. 1,2 y 1°,2’ al final).

En consecuencia, si un punto material describe una determinada

trayectoria y se invierte el sentido de recorrido, ésta resulta inalterada en el
marco de la DC; es reversible. Sin embargo no sucede lo mismo en la ND,
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pues la trayectoria de “vuelta” ya no coincidira con la de “ida”; es
irreversible.

La irrevesibilidad en Termodinamica; ¢l CAOS, descubierto en
muchos fendomenos fisicos; etc. es consecuencia de dicha irreversibilidad.

2
| dox _dp*

trayectoria

evoluta

Aceleracion Normal Suplementaria (cuando dv/dt < 0)

a,* = d’p+/df

FIG. 1
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trayectoria

Aceleracion Normal Suplementaria (cuando dv/dt > 0)

a,* = d’p+/df

FIG. 2
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trayectoria

Aceleracion Normal Suplementaria
(en recorrido inverso, siendo ahora dv/dt < 0)

a,* = d’p+/df

FIG. 1'
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2
ds\ dox

trayectoria

evoluta

Aceleracion Normal Suplementaria
(en recorrido inverso, siendo ahora dv/dt > 0)

a,* = d’p+/df

FIG. 2'
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